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Aufgabe 5 (2+1 Punkte)

Eine o- Algebra A heilst abzdhlbar erzeugt, wenn ein abzihlbares Mengensystem C C A existiert mit

a(C)=A
(a) Zeigen Sie, dass F := o({w} |w € Q) genau dann abzéhlbar erzeugt ist, wenn {2 abzdhlbar ist.

(b) Seien A, B zwei o-Algebren auf derselben Menge €2, wobei A C B gelte und B abzihlbar erzeugt
sei. Ist dann auch A abzéhlbar erzeugt?
Aufgabe 6 (1+2+1+2 Punkte)

Sei Q eine unendliche Menge. Auf G := {A C Q| A endlich oder A€ endlich} definieren wir die Men-
genfunktionen

0, falls A endlich, 0, falls A endlich,
v G — 0, 00], ,LL(A){ ( ){

oo, falls A€ endlich, 1, falls A° endlich.
(a) Sei Q abzédhlbar. Zeigen Sie:

(i) G ist eine Algebra, aber keine o-Algebra.

(ii) p ist ein (-stetiger Inhalt, aber kein PramaR.
b) Sei 2 nun iiberabzéhlbar. Zeigen Sie:
( g

(i) Es gilt 0(G) = {A C Q] A abzdhlbar oder A¢ abzéhlbar}.

(ii) v ist ein Pramaf und ldsst sich eindeutig zu einem Maf auf o(G) fortsetzen. Geben Sie
dieses explizit an!

Aufgabe 7 (3 Punkte)

Sei (2, A, 1) ein Mafiraum. Wir nennen p konzentriert auf A € A, falls u(A¢) = 0 gilt. Zeigen Sie,
dass p genau dann o-endlich ist, wenn eine Folge auf paarweise disjunkten Mengen (A4, )neny C A
konzentrierter endlicher Mafe (un,)nen auf (€2,.4) existiert mit

= Z un(A) fir alle A € A.

neN
Aufgabe 8 (4 Punkte)
Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B(R)). Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
(i) Fir alle z € R gilt P({z}) = 0.
(ii) Fir alle n € N existieren paarweise disjunkte Mengen A( LAD € B(R) mit P (Al(c”)) =1
fir alle k € {1,...,n}.

Hinweis: Zeigen Sie, dass unter Voraussetzung (i) die Verteilungsfunktion F': R — [0, 1],z — P((—o0, z])
von P stetig ist.
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