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10. Ubung zur Vorlesung
LwHEinfiihrung in die Stochastik®
im Wintersemester 2017/2018

Frohe Weihnachten und einen guten Rutsch ins Neue Jahr!

Am Ende des Blattes finden Sie die zusitzlichen Aufgaben A - G zur Vertiefung
des Stoffes, die nicht abgabepflichtig sind und die in den Ubungen nicht bespro-
chen werden.

Aufgabe 1: (2+2 Punkte)

Wir nehmen an, dass die Anzahl X der Druckfehler in einem Buch Poissonverteilt mit Para-
meter A > 0 ist. Beim Korrekturlesen wird jeder Fehler unabhingig von den anderen mit einer
Wahrscheinlichkeit p € (0, 1) gefunden.

a) Wie ist die Anzahl Y der gefundenen Druckfehler verteilt?

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass das Buch genau n Druckfehler enthilt, wenn
beim Korrekturlesen genau k Fehler gefunden wurden (n > k)7

Aufgabe 2: (3 Punkte)

Eine Frau entscheidet sich, Kinder zu bekommen, bis sie einen Jungen bekommt. Wir nehmen
an, dass die Wahrscheinlichkeit, ein blondes Kind zu bekommen, gleich p ist. Bestimmen Sie
die Wahscheinlichkeit, dass die Frau genau k blonde Kinder bekommt (wir nehmen an, dass
die Haarfarbe unanhéngig vom Geschlecht ist). Was ist die erwartete Anzahl von blonden
Kindern?

Hinweis: Bestimmen Sie zuerst die Verteilung der Anzahl N von Kindern und dann die Er-
zeugendefunktion der Zufallsvariable S, die die Anzahl von blonden Kindern angibt.

Aufgabe 3: (2+2 Punkte)

Sei p ein Wahrscheinlichkeitsmal auf Ng, A > 0 und seien 7', Y7, Ys, ... unabhéngige No-wertige
Zufallsvariablen mit

T ~Poi(\), Yi~p VieN.

Sei X = ZlT:le Die Verteilung von X heifst zusammengesetzte Poisson-Verteilung mit
Parametern A und p, kurz: CP) ,.

a) Sei A; := Au({i}) und seien Zi, Z,... unabhingige Zufallsvariablen mit Z; ~ Poiy,.
Zeigen Sie:
oo
x£% iz
i=1

b) Zeigen Sie: Die geometrische Verteilung +, ist vom Typ CP) , und bestimmen Sie A und
L.

Hinweis: Verwenden Sie a) mit \; := (-p)'

7




Aufgabe 4: (242 Punkte)

i) Sei Z, ein Galton-Watson Prozess, so dass Zg = 1, E(Z;) = p und Var(Z;) = o2
Bestimmen Sie E(Z,,) und Var(Z,).

ii) Seien X eine Ny-wertige Zufallsvariable mit Erzeugendenfunktion ¢ und A, As, ... Er-
eignisse mit gleicher Wahrscheinlichkeit P[Ay] = 7 fiir ein r € (0, 1). Es seien X, Ay, Ao, . ..
unabhéngig und 7 := Zi(zl 14,. Man bestimme die Erzeugendenfunktion von Z unter
der Bedingung Z > 1. Mit anderen Worten: Sei Y eine Zufallsvariable mit P[Y = k| =
P[Z = k|Z > 1]. Man bestimme die Erzeugendenfunktion von Y.

Aufagbe A: Eine Miinze wird so lange geworfen, bis zum ersten Mal W erscheint. Fiir
m,n € N sei A,, das Ereignis, dass genau beim n-ten Wurf erstmalig W erscheint und B,,, das
Ereignis ,,W fillt nicht unter den ersten m Wiirfen®.

e Man driicke das Ereignis B, durch die A, aus.

e Man ordne den Ereignissen A, die Wahrscheinlichkeiten 27" zu und berechne nun die
Wahrscheinlichkeit von B, fiir jedes m € N.

e Man driicke das Ereignis B := W fallt nie“ durch die Ereignisse B,, aus und bestimme
damit P(B).

e Man driicke B durch die A,, aus und bestimme damit P(B).
Aufagbe B: Zum Schulanfang haben sich 2n Madchen und 2n Jungen angemeldet. Aus
ihnen werden zwei gleichgrofe Klassen gebildet. Die Zuordnung der Kinder erfolgt zuféllig.
a) Man gebe einen Wahrscheinlichkeitsraum fiir das Zufallsexperiment an.
b) Man berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Klassen gleich viele Maddchen und

Jungen enthalten.

Aufagbe C: Sei X eine Markovkette. Welche der folgenden Folgen von Zufallsvariablen sind
auch Markovketten:

o X,y fiir r >0,
o Xy, fiirm >0,

o (X, X,qq) fiir n > 0.

Aufagbe D: Seien X und Y unabhingige und auf [0, 1] uniformverteilte Zufallsvariable.
Seien ferner U = min{X, Y} und V = max{X,Y}. Bestimmen Sie E(U) und COV (U, V).

Aufagbe E: Wir wiirfeln mit zwei unabhingigen Wiirfeln. X;, i = 1,2, sei die Augenzahl
von Wiirfel 4. Kann man die beiden Wiirfel so verfilschen, d.h. pg-z) =P(X;=7),i=1,2,j=
1,...,6, so wihlen, dass die Augensumme X; + X5 jeden moglichen Wert mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit annimmt?

Tipp: Vergleichen Sie die Nullstellen der Erzeugendenfunktionen von X; und X5 mit denen
der Erzeugendenfunktion von X; + Xo.



Aufagbe F: Seien m € N und p = (p1, ..., pm) ein Wahrscheinlichkeitsvektor auf {1,...,m}.
Seien X7, ..., X;, unabhingige Zufallsvariablen mit Werten in {1,...,m} und Verteilung p. Wir
definieren eine N{’- wertige Zufallsvariable Y = (Y7, ..., Y},) durch

Yi=#{k=1,...,n: X =i} firi=1,..,m.
Man zeige, dass
PY = k] = Mul, ,({k}) = (’;)pk

fir k = (k1, ..., km) € N§* mit k1 + ... + kp, = n. Dabel ist

n\ n B n!
k) \ki,...km) kil k!

der Multinomialkoeffizient und p* = plfl .- pkm_ Die Verteilung Mul,, , auf Ng* heifit Multino-
mialverteilung mit Parametern n und p.

Aufagbe G: Es sei a > 0 und L eine Poi,-verteilte Zufallsvariable. Seien ferner Xi, Xo, ...
unabhéngige Zufallsvariablen, die uniform im Einheitsintervall verteilt sind: Xy ~ Ujg y) fiir
jedes k. Wir nehmen an, dass {L, X1, Xo,...} eine unabhingige Familie von Zufallsvariablen
ist. Wir definieren dann N = (N)g[o,1) durch

L
Ny =Y 1y(Xy) fiir t€[0,1].
=1

Firm e Nund 0 < tg < t] < ... < t, setzen wir nun \; = a(t; — t;—1). Man zeige:
(Nti - Ntifl)iz].p-.,m ist unabhéngig

und
Ny, — Ny, , ~ Poiy, fiiralle: =1,...,m.

Dies ist gleichwertig damit, dass fiir jede Wahl ky, ..., ky, € Ny gilt:

k;
)\i
;!

m
P[Ny, — Ny, = k; fiir jedes i =1,...,m] = H (e_)‘i i
i=1

Hinweis: Man setze

Mp;=4#{l<n:ti1 <X, <t} = Z Lty 0(X0)
=1

und verwende Aufgabe A, um zu zeigen, dass M,, ; multinomialverteilt ist.

Abgabe: Montag, den 08.01.2018 bis 9:59.



