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13. Ubung zur Vorlesung

LwHinfiihrung in die Stochastik®
im Wintersemester 2017/2018

Aufgabe 1: (2+1+2 Punkte)

a) Seien Xi,..., X, unabhiingig und normalverteilt mit Parametern p und o2. Man zeige,

dass
1 n—1

dy, = m=1) D (Xip1 — Xi)?
i=1

ein erwartungstreuer Schitzer fiir o2 ist.

b*) Ist die Folge (d%)n22 von Schétzern konsistent?

c) Seien Xy, ..., X, unabhingig und exponentialverteilt mit Parameter %, d.h. jedes X; habe
die Dichte fy(z) = § exp(—%) fiir > 0 unter Py. Man zeige: Unter allen Schétzern fiir

6 von der Form
R 1 &
0= —— X;
o) 2=

hat der Schétzer 6 mit ¢(n) = n + 1 den kleinsten quadratischen Fehler. Ist 0 erwar-
tungstreu?

Aufgabe 2: (242 Punkte)

Seien Xi,..., X, unabhingige Bernoulli-Zufallsvariablen mit Erfolgswahrscheinlichkeit p €
(0,1). Seien weiter T : {0,1}"™ — R ein erwartungstreuer Schétzer fiir p und T gegeben durch

T:{0,1}* - R
1
(.’L’l, ca ,.I‘n) — ﬁ Z T(xﬂ(l), ce 7xw(n))a
weS(n)
wobei S(n) die Menge der Permutationen von {1,...,n} ist. Zeigen Sie:

a) T hingt nur von der Summe Y7 z; ab.

b) T ist wieder erwartungstreu und es gilt: Var,(7) < Var,(T).

Aufgabe 3: (3 Punkte)

Einem Produzenten von Elektromotoren ist bekannt, dass deren Lebensdauern einer Reyleigh-
Verteilung (mit unbekanntem A > 0) mit der Dichte

fialz) = 2Are N 2 >0
genugen.

a) Berechnen Sie fiir n unabhéngige Wiederholungen den Maximum-Likelihood-Schétzwert
fir A.



b) Bei einer Kundenbefragung wurden die folgenden Lebensdauern (in Jahren) von 8 Mo-
toren ermittelt:

56 6,4 4,8 4,2 7,2 8,9 6,0 5,4
Berechnen Sie hiermit den Maximum-Likelihood-Schatzwert fir .

c¢) Schétzen Sie auf dieser Grundlage die Wahrscheinlichkeit, dass die Lebensdauer eines
Motorsweniger als 6 Jahre betragt.

Aufgabe 4: (242 Punkte)

Es seien Xi,..., X,, unabhingige, doppelt-exponentiell verteilte Zufallsvariablen mit Lage-
parameter p € R und Skalenparameter ¢ > 0. Fiir ¢ = 1,...,n hat X; also die Dichte

1 _ |z —pl

f(x):%e

a) Es seien ¢ = 1 und p unbekannt. Zeigen Sie: Ein Maximum-Likelihood-Schéatzer fiir
w ist von der Form ¢(X1, ..., X,,), wobei fur a = (a1, ...,a,) die Zahl t(a) so ist, dass
im Intervall (—oo,t(a)] ebenso viele der a; liegen wie im Intervall [t(a),c0). (t(a) ist
also Stichprobenmedian von (ai, ..., ay).) [Hinweis: Bis zu welchem Argument fillt die
Funktion p— |a; — p| + ... + |an, — p|, wenn sich p den a; von —oo her néhert?|

b) Es seien nun sowohl p als auch o unbekannt. Bestimmen Sie einen Maximum-Likelihood-
Schétzer fiir o.

Abgabe: Montag, den 29.01.2018 bis 9:59.

Die online-Plattform fiir Thre HiWi-Bewerbung zum Sommersemester 2018 ist ab sofort gedff-
net. Alle qualifizierten InteressentInnen werden um ihre Bewerbung gebeten.



