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3. Ubung zur Vorlesung
Stochastik I

im Sommersemester 2018

In den folgenden beiden Aufgaben seien stets (£21,.41) sowie (Q2,.A3) Messraume, T': Q1 — Qo
eine Abbildung, B C €2 und £ ein System von Teilmengen von €25. Hierfiir verwenden wir die
Notationen

T4 ={T""A)|Ac&} und E|p={ANB|AcE}.
Wir nennen nun
(i) T71(Ap) die Initial-o-Algebra von As unter T,
(i) {4 C Qo | T7YA) € A} die Final-o-Algebra von Ay unter T,
(iii) Ag |p die Spur-o-Algebra von As auf B.

Ist klar, was Asj ist, so benutzt man fiir 7-1(Az) auch die Notation o(T) und spricht von der
von T erzeugten o-Algebra.

Aufgabe 1: (2+1+1 Punkte)
(a) Zeigen Sie, dass die Mengensysteme (i) und (ii) tatséchlich o-Algebren sind.
(b) Konnen Sie (iii) auch als einen Spezialfall von (i) auffassen?

(c) Ist {T'(A) | A € A;} ebenfalls eine o-Algebra?

Aufgabe 2: (2+1 Punkte)

Beweisen Sie die Identitéaten:
(a) T-Ha(&)) = a(TH(E)),
(b) o(&) [B=0(€ |B).

Aufgabe 3: (1+2+1+2 Punkte)

Sei ) eine unendliche Menge. Auf G := {A C Q| A endlich oder A€ endlich} definieren wir die
Mengenfunktionen

0, falls A endlich, 0, falls A endlich,
w,v: G —[0,00], p(A) == { v(A) = {

oo, falls A€ endlich, 1, falls A€ endlich.

(a) Sei Q abzahlbar.

(i) Zeigen Sie, dass G eine Algebra ist, aber keine o-Algebra.
(ii) Zeigen Sie, dass p ein (-stetiger Inhalt ist, aber kein Pramafs.



(b) Sei Q2 nun iiberabzéhlbar.
(i) Zeigen Sie, dass o(G) = {A C Q]| A abziéhlbar oder A¢ abzdhlbar}.

(ii) Zeigen Sie, dass v ein Pramaf ist und sich eindeutig zu einem Maf auf o(G) fort-
setzen lasst. Geben Sie dieses explizit an!

Aufgabe 4: (3 Punkte)

Seien G eine Algebra und p ein Mak auf A := 0(G), welches o-endlich ist auf G. Zeigen Sie:
Fiir alle A € A und ¢ > 0 existiert eine Folge paarweise disjunkter Mengen (A, )pen C G mit

A CUpenAn und g (Upeny 4n) \ A) < e

Abgabe: Montag, den 07.05.2018 bis 13 Uhr.



