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Aufgabe 1: (2+2 Punkte)

Es seien T: R — R, T'(z) = |z| die Betragsfunktion, f: R — R eine beliebige Funktion und
Dy die Menge ihrer Unstetigkeitsstellen. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Ist Dy abzéhlbar, so ist f B(R) — B(R)-messbar.

(b) Die Funktion f ist genau dann o(7') — B(R) messbar, wenn sie B(R) — B(R)-messbar
und eine gerade Funktion ist (d.h. f(z) = f(—=x) fiir alle z € R).

Hinweis zu (b): Sie bendtigen keine explizite Rechnung.

Aufgabe 2: (1+1+1+1 Punkte)

Es sei f: R — R eine Funktion. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen.

a) Ist f monoton, so ist f Borel-messbar.

(a)
(b) Ist f differenzierbar, so ist die Ableitung f’ Borel-messbar.
(c) Ist f beschriankt, so ist f Borel-messbar.

)

(d) Ist f rechts- oder linksstetig, so ist f Borel-messbar.

Aufgabe 3: (4 Punkte)

Sei f: R — R Borel-messbar. Zeigen Sie, dass fiir jedes ¢ > 0 eine abgeschlossene Menge
C C R mit AM(R\ C) < ¢ existiert so, dass die Einschrankung f|c von f auf C stetig ist.

Hinweis: Betrachten Sie zunéchst Indikatorfunktionen und verwenden Sie die innere Regula-
ritdt des Lebesgue-Mafles. Approximieren Sie anschlieffend mit solchen die Funktion f gleich-
méhig auf einer geeigneten Menge C'.

Aufgabe 4: (4 Punkte)

Man zeige, dass (R, B(R)) und (R? B(R?)) als Messriume isomorph sind. D.h., es existiert
eine Bijektion ® : R — R?, so dass ® B(R)—B(R?)-messbar ist und @~ B(R?) —B(R)-messbar
ist.

Vorschlag:

(i) Man konstruiere zunichst eine Bijektion h : R — (0,1), so dass h und h~! messbar
sind. Man konstruiere dann (siehe (ii)) eine Abbildung ¢ : (0,1) — (0,1)%, ¢(z) =
(p1(x), p2()) mit ¢ und ¢! messbar und setze

®(z) = (K (¢1(A(2))), b~ (92(h())))-



(ii) Fir w € (0,1) sei (wn)n=1,2,.. die eindeutige nicht abbrechbare Bindrdarstellung, also
w=> "2 "w, mit w, € {0,1}, limsup,,_,,, w, = 1.

Definere X,, : (0,1) — R durch X, (w) = w, und

fi(w) = Xonqa(w)2” HY,
n=0

fo(w) = Kon(w)27",
n=1

Zeige: Xy, f1, fo sind messbar. Setze ¢p(w) = (f1(w), fa(w)) und zeige, dass es das Ge-
wiinschte leistet.

Abgabe: Dienstag, den 22.05.2018 bis 10:15 Uhr.



