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Aufgabe 1: (3 Punkte)
Seien a > 0, b € R und (X, ),en unabhéingig und identisch nach exp;-verteilt. Berechnen Sie
P[X,, > a-logn+ b-loglogn fiir unendlich viele n € NJ.

Hinweis: Filihren Sie das Problem auf eine geeignete Reihe zuriick und untersuchen Sie deren
Konvergenzverhalten zum Beispiel mit Hilfe des Cauchy’schen Verdichtungskriteriums.

Aufgabe 2: (2+3 Punkte)
Seien (Xp)nen unabhéngig mit P[X,, = 1] = P[X,, = —1] = 1/2 und S,, := Y _,_; X}, fur alle
n € N, d.h. (Sp)nen ist eine symmetrische Irrfahrt auf Z.

(a) Zeigen Sie, dass

P {sup]Sn] = oo] =1.
neN

Hinweis: Zeigen Sie erst, dass fiir jedes feste & € N P-fast sicher unendlich viele der
Ereignisse A,k = {Sop(n+1) — Sokn = 2k}, n € N, eintreffen.

(b) Zeigen Sie, dass

P [supSn:oo und inf S, = —oo] =1
neN neN

Hinweis: Zeigen Sie erst, dass die Ereignisse {sup, ey Sn = 0o}, {inf,en Sy, = —oo} in
der terminalen o-Algebra von (X, )nen liegen und begriinden Sie, dass beide dieselbe
Wahrscheinlichkeit besitzen. Verwenden Sie dann das Ergebnis aus (a).

Aufgabe 3: (4 Punkte)

Seien X1, ..., X, unabhingige und identisch verteilte reelle Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, A, P). Geben Sie alle Verteilungen Px, (= Px, = --- =Py, ) an, mit
welchen YV := min(Xy,...,X,,) und Z := max(Xj,..., X,,) unabhéingig sind unter P.
Aufgabe 4: (2+2 Punkte)

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zeigen Sie:

(a) Zwei nichtleere Mengensysteme &1, & mit & C & C A sind genau dann unabhéngig
unter P, wenn & P-trivial ist.

(b) Sind X eine reelle Zufallsvariable auf (2, A,P) und f: R — R Borel-messbar, so gilt
X und f o X sind unabhéngig unter P <= f o X ist P-f.s. konstant.

Bemerkung: Insbesondere ist eine Zufallsvariable nach (b) genau dann von sich selbst unab-
héngig, wenn sie fast sicher konstant ist.

Abgabe: Montag, den 28.05.2018 bis 13 Uhr.



