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Aufgabe 1: (2+2 Punkte)

a) Seien X1, X2, . . . unabhängige reellwertige Zufallsvariablen. Zeigen Sie: Existiert eine
fast sicher endliche Zufallsvariable X, so dass

1

n

n∑
k=1

Xk
n→∞−→ X fast sicher,

so gilt

∀ε > 0 :

∞∑
n=1

P (|Xn| > εn) <∞.

b) Seien Y2, Y3, . . . unabhängige Zufallsvariablen, die die Werte n,−n und 0 annehmen mit

P(Yn = n) = P(Yn = −n) =
1

2n log n
, P(Yn = 0) = 1− 1

n log n
, n ≥ 2.

Zeigen Sie: Die Folge (Xn)n∈N, mit Xn := Yn+1, erfüllt das schwache, aber nicht das
starke Gesetz der großen Zahlen.

Aufgabe 2: (4 Punkte)

Seien X1, X2, . . . u.i.v. reellwertige Zufallsvariablen mit E[X−1 ] <∞ und E[X+
1 ] =∞. Zeigen

Sie:
1

n

n∑
i=1

Xn
n→∞−−−→∞ P-fast sicher.

Aufgabe 3: (3+1+1+3 Punkte)

Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien X1, X2, . . . : (Ω,A)→ (R,B(R)) unter P
unabhängige Zufallsvariablen. Für α > 0 definieren wir die Zufallsvariable

Zα : (Ω,A)→ (R,B(R)), ω 7→ lim sup
n→∞

∣∣∣∣X1(ω) + . . .+Xn(ω)

nα

∣∣∣∣ .
Zeigen Sie:

(a) Für jedes α > 0 ist Zα P-f.s. konstant.
Hinweis: Verwenden Sie das Kolmogorov’sche 0-1-Gesetz und betrachten Sie

x0 := inf{x ∈ R |P(Zα ≤ x) = 1} ∈ R.



(b) Es gibt ein α0 ∈ [0,∞] mit

Zα =

{
∞ P-f.s., falls α ∈ (0, α0),

0 P-f.s., falls α ∈ (α0,∞).

Hinweis: Zeigen Sie die wegen (a) offensichtlich äquivalente Aussage

Zβ <∞ P-f.s. für ein β > 0 =⇒ Zα = 0 P-f.s. für alle α ∈ (β,∞).

Ab hier seien nun außerdem X1, X2, . . . ∈ L1(P) identisch verteilt mit E(X1) = 0. Zeigen Sie:

(c) Es gilt α0 ≤ 1.

(d) Ist X1 ∈ L2(P), so gilt sogar α0 ≤ 1
2 .

Hinweis: Zeigen Sie, dass Zα <∞ P-f.s. für jedes α > 1
2 , indem Sie Ereignisse der Form

An :=

{
max
k≤2n

|X1 + . . .+Xk| ≥ (2n)α
}
, n ∈ N,

betrachten und die Kolmogorov’sche Ungleichung sowie das Lemma von Borel-Cantelli
verwenden.

Abgabe: Montag, den 18.06.2018 bis 13 Uhr.


