Prof. Dr. Achim Klenke Dr. Iulia Dahmer

9. Ubung zur Vorlesung
Stochastik I

im Sommersemester 2018

Aufgabe 1: (2+2 Punkte)

a) Seien X1, Xo,... unabhéngige reellwertige Zufallsvariablen. Zeigen Sie: Existiert eine
fast sicher endliche Zufallsvariable X, so dass

1 n
— ZXk " X fast sicher,
n

k=1
so gilt
o
Ve >0: ZP(!XH\ > en) < 00.
n=1
b) Seien Y3, Y3, ... unabhingige Zufallsvariablen, die die Werte n, —n und 0 annehmen mit
P(Y, =n) =P(Yy = —n)= — P(Y,=0)=1— > 9
n=n= n= - 2nlogn’ e nlogn’ =
Zeigen Sie: Die Folge (X, )nen, mit X, := Y41, erfiillt das schwache, aber nicht das
starke Gesetz der grofsen Zahlen.
Aufgabe 2: (4 Punkte)
Seien X1, Xa,... u.iv. reellwertige Zufallsvariablen mit E[X ] < co und E[Xfr] = 00. Zeigen

Sie:

1 n
— E X, %% 0o P-fast sicher.
n

i=1

Aufgabe 3: (3+1+1+3 Punkte)

Sei (2,.A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien X1, Xs,...: (2,4) — (R, B(R)) unter P
unabhéngige Zufallsvariablen. Fiir o > 0 definieren wir die Zufallsvariable

Zo: (0 A) = (R,B(R)), w > limsup Xi(@) +. 4 Xa(w) .

n—00 ne
Zeigen Sie:

(a) Fir jedes a > 0 ist Z, P-f.s. konstant.

Hinweis: Verwenden Sie das Kolmogorov’sche 0-1-Gesetz und betrachten Sie

zo = inf{z e R|P(Z, <) =1} € R.



(b) Es gibt ein ag € [0, co] mit

g _ )™ P-fs., falls a € (0,a9),
10 Pfs.,  falls a € (ag,00).

Hinweis: Zeigen Sie die wegen (a) offensichtlich dquivalente Aussage
Zg < oo P-fs. fiirein § >0 = Z,=0P-fs. fiir alle o € (3, 00).
Ab hier seien nun auerdem X7, Xo, ... € L}(P) identisch verteilt mit E(X;) = 0. Zeigen Sie:
(c) Es gilt ap < 1.

(d) Ist X3 € £2(P), so gilt sogar ap < 3.

Hinweis: Zeigen Sie, dass Z, < co P-f.s. fiir jedes o > %, indem Sie Ereignisse der Form
A, = {Ei%%‘Xl +... 4+ Xk > (2”)0‘}, n €N,

betrachten und die Kolmogorov’sche Ungleichung sowie das Lemma von Borel-Cantelli
verwenden.

Abgabe: Montag, den 18.06.2018 bis 13 Uhr.



