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Aufgabe 1 [Simulation der Brown’schen Bewegung] (342+2+2=9 Punkte)

Wir simulieren den Pfad einer Brown’schen Bewegung iiber das Zeitintervall [0, 7] auf einem
diskreten Gitter der Schrittweite A > 0.

2)

Schreiben Sie eine Funktion in den Parametern 7" und A, die einen Vektor
BOa BA) B2A7 ceey B(M*l)A

mit den simulierten Werten eines Brown’schen Pfades an den Stellen 0, A, ..., (M — 1)A
ausgibt. Dabei ist M := |(T/A)| die Anzahl der Gitterpunkte. (Zum Abrunden verwenden
Sie beispielsweise den Befehl floor.) Es bietet sich an so vorzugehen: Es seien Z7, Zs, . ..
unabhéngig und standardnormalverteilt, dann gilt

d d
Bo=0, BaYVAz,, ..., Burva@Buoa+VAZ. (1)

Nun sei T' = 1. Simulieren Sie fiir verschiedene Werte von A je 9 zufillige Realisierungen
der Brown’schen Bewegung und zeichnen Sie die Pfade verschiedenfarbig in ein Koordi-
natensystem, indem Sie zwischen den Werten an den Gitterpunkten linear interpolieren.
Verwenden Sie die Werte A = 1072,1072,10~%,10~° und kennzeichnen Sie die verschiede-

nen Schrittweiten in einer Legende.

Wir untersuchen, welcher Verteilung das zufillige Maximum eines Brown’schen Pfades
geniigt. Simulieren Sie dazu 1000 Brown’sche Pfade bis zum Zeitpunkt 7" = 1 mit Schritt-
weite A = 1075, Erstellen Sie eine geeignet formatierte Graphik der empirischen Vertei-
lungsfunktion der Maxima der 1000 Pfade.

Vergleichen Sie diese empirische Verteilungsfunktion mit der Funktion x — (2<I>(a:) — 1) V0,
wobei ®(z) = (2m)~! [*_ exp(—2z%/2) d=.

Plotten Sie 100 simulierte Pfade der Brown’schen Bewegung ausgewertet bis zum Zeitpunkt
T = 0.2 in ein Koordinatensystem. Verwenden Sie als Schrittweite A = 1076, Zeichnen Sie

die Graphen der Funktionen (0,7] — R, z — {/2zlog(log(2)) bzw. z — —y/2z log(log())

in die Graphik. Interpretieren Sie die Zeichnung.



Aufgabe 2 (2-dim. Brownsche Bewegung) (3+2+2+42=9 Punkte)

Eine 2-dimensionale Brownsche Bewegung ist ein 2-dimensionaler stochastischer Prozess, dessen
Komponenten unabhéngige eindimensionale Brownsche Bewegungen (mit Startpunkt 0 zur Zeit
0) sind. Hinweis: Fall Sie Indizes vermeiden mdchten, kinnen Sie mit C statt mit R? arbeiten::
In R schreibt man komplexe Zahlen z als a+b*1i und hat die Funktionen Re(z), Im(z), Mod(z),

Arg(z), Conj(z) zur Verfigung; Informationen z.B. mit help(Re).

(a) Schreiben Sie eine Funktion in den Argumenten r und A, welche als Ausgabe die (zufillige)
Zeit und den (zufilligen) Ort liefert, an dem eine mit (Zeit-)Schrittweite A simulierte
2-dimensionale Brownsche Bewegung zum ersten Mal den Kreis mit Radius » um den

Ursprung verlésst.

(b) Zeichnen Sie den Pfad einer 2-dimensionale Brownschen Bewegung (mit Schrittweite A =
10~?) bis zum Verlassen des Einheitskreises, indem Sie eine dhnliche Funktion wie in (a)

verwenden.

Wenn Sie sicher sind, dass Thr Algorithmus zur Simulation der 2-dimensionalen Brownschen
Bewegung zufriedenstellend funktioniert, konnen Sie an die Bearbeitung der folgenden beiden

Teilaufgaben gehen:

(c) Rufen Sie die Funktion aus (a) 250 mal auf (r = 1, A = 10~°) und speichern sie die Austritt-
szeiten und -orte jeweils in einem Vektor ab. Zeichnen Sie in einen Plot die (ndherungsweisen)
Austrittsorte der 250 Brownschen Pfade aus dem Einheitskreis ein. Stellen Sie eine Vermu-
tung auf, wie die Austrittsorte auf dem Einheitskreis verteilt sind!

(d) Uberpriifen Sie Thre Vermutung aus (c), indem Sie die Argumente der 250 Austrittsorte
betrachten (d.h. falls z der Austrittsort ist, so ist Arg(z) derjenige Winkel ¢ € (—m, 7) mit
z = cosp + isin p; siehe help(Arg)). Plotten Sie die empirische Verteilungsfunktion der

Argumente.

Wenn Sie Lust haben, konnen Sie sich anhand von https://wuw.stochastik.mathematik.
uni-mainz.de/files/2023/12/sum_independent_cauchy.pdf auch noch damit vertraut ma-
chen, wie man die Erkenninisse aus Aufgabenteil ¢) und d) verwenden kann, um etwas iber die

Verteilung der Summe zweier unabhdingiger Cauchyverteilter zu beweisen.

Sollten Sie an etwas historischem Kontext und Heuristik zur Brown’schen Bewegung interessiert
sein, dann finden Sie im Buch Fractal Geometry of Nature (1982) von B. Mandelbrot (mehr-
fach in der MIN-Bibliothek vorhanden) in Kapitel 25 und Abschnitt 2 von Kapitel 41 zahlreiche

Gedanken und auch Referenzen, zum Beispiel zur Pionierarbeit von Albert Finstein in 1905.


https://www.stochastik.mathematik.uni-mainz.de/files/2023/12/sum_independent_cauchy.pdf
https://www.stochastik.mathematik.uni-mainz.de/files/2023/12/sum_independent_cauchy.pdf

Bonusaufgabe [Buffonsches Nadelproblem] (Bis zu 14+1+41=3 Punkte koénnen Sie hiermit aus-

gleichen)

Das 'Buffonsche Nadelproblem’ aus dem Jahre 1733 geht auf Georges-Louis Leclerc de Buffon

zuriick und liefert eine probabilistische Moglichkeit zur ndherungsweisen Berechnung der Kreis-

zahl 7.

1Oy > /
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Auf eine sehr grofle ebene Fliche sind parallele waagerechte Linien im Abstand a zueinander

aufgezeichnet. Aus grofler Hohe wird eine Nadel der Lénge [ < a fallen gelassen. Die Wahrschein-
lichkeit, dass die Nadel eine der Linien beriihrt betriagt %

a)

Schreiben Sie eine Funktion in den Argumenten N € N,l,a € R mit [ < a, die das N-
fache Werfen einer Nadel nach Buffon simuliert. Die Funktion soll die relative Anzahl der
Nadeln, die eine Linie beriihren, ausgeben. Beachten Sie: Fiir das Experiment ist nicht die
absolute Lage der Nadel entscheidend, sondern nur ihre relative vertikale Lage zu einer der
Linien, sowie der Winkel zu dieser Linie. Nutzen Sie Ihre Funktion mit den Parametern

N =100 000a = 1,1 = 0.5, um eine N#herung fiir 7 anzugeben.

Im Jahre 1901 bestimmte Mario Lazzarini einen Schétzer 7 = 3.1415929... mit Hilfe des Buffon-
schen Nadelwurfexperimentes und néaherte m so auf erstaunliche sechs Nachkommastellen genauEI

Dazu gentigte ihm das Werfen von N = 3408 Nadeln. Ist das prizise Ergebnis plausibel oder

konnte Lazzarini das Experiment verfélscht haben?

b)

Simulieren Sie mit Hilfe Threr Funktion aus a) 1000 mal den 3408-fachen Nadelwurf von
Lazzarini und erstellen Sie ein Histogramm der entsprechenden Schitzwerte fiir 7. Verwen-
den Sie die Parameter a = 0.6 und [ = 0.5

Simulieren Sie nun solange den Nadelwurf, bis der Schéitzwert fiir 7= auf die dritte Nach-
kommastelle genau ist oder bis Sie 500 000 Nadeln geworfen haben und brechen Sie das
Experiment dann ab. Fiihren Sie dies 100 mal durch und speichern Sie jeweils die bendtigte
Anzahl an Wiirfen. Stellen Sie den Datensatz in einem geeigneten Histogramm da. Wie
verdndert sich das Ergebnis, wenn Sie die dritte Nachkommastelle von 7 durch eine andere

Ziffer ersetzen?

IM. Lazzarini, Un’ applicazione del calcolo della probabilita alla ricerca sperimentale di un valore approssi-

mato di 7, Periodico di Matematica, 4 (1901), 140-3 (zit. n.: L. Badger, Lazzarini’s Lucky Approximation of m,
Mathematics Magazine, 67 No. 2 (1994), S. 83-91.)



